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Synopsis
　　An　estimate　of　growth　order　of　the　solutions　of　du十2a＝O　is　studied，　where∠is
the　Laplace．Beltrami　operator　on．　a　surface　of　revoldtionハ4　andえis　a　positive　constant．
Letル1＝｛（t，ρ（’）ω）1’o＜t＜Oo，（vESI｝．　Our　rgsult　is　that　ifρis　a　C2．function　which　is
non・decreasing　and　divergent　to　oQ，　then　u（’，ω）　satisfies
　　　　　　　　　　∫Si｛P・1・i・＋〆「・＋（釜）丁際／｝・・≧・〉・
for　su伍ciently　large　t，　unless％≡0．　This　resultL　implies　the　non．existence　of五2．solutions
of　∠tu十2u＝0．
§0．　　n次元のラプラス作用素d・・一∂2／∂x12＋…＋∂2／∂κ・2は全空間で2乗可積分な固有関数
をもたない。固有値の符号に制限をつければ，このことは外部領域についても成り立つ。すな
わち9は補集合が有界であるようなRnの領域，λは正の定数とすれぽ，9で方程式
　　　　　　　　　　　　　　　　　　du十λu＝O
を満たし，かつ9上で2乗可積分であるような関va　uは恒等的に0なもの以外には存在しな
いb以上めことは1943年，F．　Rellichlo）によって発見された著名な結果のひとつである。この
結果を種々の方向に拡張する試みが数多くなされたe”dのかわりにシュレーディンガー作用素
4－qをとった場合（耳ato4），　Weidmann12）・13），　Agmonl）・2）），さらに一一paの2階対称楕円型作
用素をとった場合（Roze11），　Ikebe・Uch孟yama3），　Masudag）），あるいはまた9の補集合が有界
でない場合（Konno5）・8））等である。一方また，境界条件つきの作用素についても研究されて
いる。このときは上にあげた，境界条件なしの場合に較べて，領域の広さに関する制限は弱め
られるが境界の形状についての新たな要求が加わるであろう。後者の型の問題もやはりRel－
lichによって最初に研究され，　Agmoni），　Konno6，7）等によって拡張された。
　同様のことを多様体上で扱うことができる。のみならず，たとえばリーマン多様体上のラプ
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ラス・ベルトラミ作用素が負の固有値に対応するL2一固有関数を持つか否かということは，多
様体の（というよりはむしろリーマン計量の）Lある種の基本的性質を記述しているように思わ
れる。不幸にしてこのような方向への決定的な結果は得られていないが，特殊な場合について
は，本論文の目的であるところの，つぎのような結果が得られる。
　MをR3内の回転面
　　　　　　　　　　　　　M－〔（t，　P（t）tolt・＜t〈。。，ω∈Si｝
とする。ただしSiは単位円周，ρ（t）は真に正値なC2級関数である。　MにR3の超曲面
としての自然なリーマン計量を導入し，MをC2級のリーマン多様体とみなす。
　定理 ρ（t）は単調非減少かつt→・。でρ（彦）→。。とする。正の定数λおよびラプラス・
ベルトラミ作用素dに対してM上で方程式
　　　　　　　　　　　　　　　　　　∠u十λu　・＝O
を満たすC°°級の関数u・・u（t，ω）がもし恒等的に0でないならば，正の定数σおよびtl≧彦o
が存在して，評価式
　　　　　　　　　∫Si｛・（・）・1u（t’・）1・＋、呈砦1；），1∂U！（krg‘；t°）「｝d・≧a
がすべてのt≧tlに対して成り立つ。ここtlC　’o（t）＝dρ／dtである。
　系1　λ＞0であるならば，Mで
　　　　　　　　　　　　　　　　　　du十2u　＝・　O
を満たし，かつ2乗可積分であるような関数πは恒等的に0であるものにかぎる。
　系2　Mの閉包Mからコソパクト集合を除くことによって得られるMの部分領域を9
としたとき，L2（9）におけるdの非正値な自己共役実現は固有値をもたない。
§1．　Mの線素をds，　Siの線素をds’とすれぽ，
　　　　　　　　　　　　　　　ds2・…dt2＋ld（ρω）12
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝・・dt2＋dρ2＋ρ2ds’2
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（1＋P2）dt2＋ρ2ds’2
が成り立つ。ここで．toとdωが直交することを用いた。よく知られた徴分幾何学の公式から，
ラプラス。ベルトラミ作用素はt，ωに関して
　　　　　　　　　d・一＝，》論｛÷（v1辱÷）＋￥1芦｝
と表現される6ただし∠は∂2／∂ω2のこととする。　　　　　　　　　”　　『
　tのかわりに新らしい変数τをつぎのように導入する。
　　　　　　　　　　　　　　　　・一∫1》1麦ξls）2・・
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tがtoから。。まで変化するとき，τは0から∞まで変化する。なぜならdτ／dt＞0かつ
　　　　　　　　　　　　　・≧∫i，X9；ds－1・9ρ（の一1・gρ（t・）
であり，ρに対する仮定によってこれはt→。。のとき。。に発散するからである。簡単な計算に
より，dはτとωによって
　　　　　　　　　　　　　　　　　・一ナ（∂2　　　十A∂τ2）
と表わされることがわかるから，Uをτとωの関数とみれぽ
　　　　∂2ec　　　　石τ＋Aec＋Rρ2u＝0……”°’…’……’”…………’………’…’（1）
が成P立つ。
§2，　L2（Si）の内積を（，），ノルムをll　llであらわすことにし，　uをL2（Si）の中に
値をとるτの関数U－U（τ）＝＝U（τ，・）とみなす。　　　　　　　　　　　　　　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ（τ）－llU（τ）ll2
および
　　　　　　　　　　　　　F（τ）－1［U’目2＋（Au，の＋T（τ）1剛2
とおく。ただしT（τ）＝λρ2，u’＝Ou／∂τである。（1）から
F’（τ）＝＝　2Re（u「t，　u’）十2Re（Au，　u’）
　　　　十2ReT（τ）（uらu’）十T’（τ）lIull2
　　　＝T’（τ）Hu目2
　　　　　　　　　ρ（の　　　＝22ρ（の2　　　　　　　　　11ecll2≧0　　　　　　　》1十P（の2
…・……………… 諱c……………（2）
が従うから，F（τ）の符号についてはつぎの2つの場合のみが可能である。
　1．　τ1≧0が存在して，すべてのτ≧τ1に対し
　　　　　　　　　　　　　　　　F（τ）≧F（τ1）≡a＞0
　2．すべてのτ≧0に対し
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（τ）≦0
　1．の場合，τ≧τ1に対し
　　　　　　　　　　　　　T（τ）llul12＋llU’ll2≧α＋（－Au，の≧α
すなわち，すべての彦≧tl（τ（の＝τ1）に対し
　　　　　　　　　　　　SSi｛・（t）・1・1・＋、織矧・・≧・　蓉
が成立する。
　2．の場合，τの区間1においてp（τ）一［lu（tl12＞0であるとする。このような区間は，　u幸O
という仮定から，むろん存在する。τ∈1に村し
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q（τ〉＝＝　logP（τ）
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とおけぽ，シュワルツの不等式を用いて
　　　　　　　　　1　　　　　P’（τ）2　　　　Qt’（τ）＝
　　　　　　　　ρ（τ）　　　ρ（τ）
　　　　　　　＝　　2
　　　　　　　　P（τ）
　　　　　　　＞　　2
　　　　　　　＝P（τ）
　　　　　　　一一5i，i｝．）F（．）
｛P・（T）　一　｝
｛（uft・u）＋11・’112－
｛一（Au，　u）－Tll・・11・－ll・’ll・1
2［P殺1俘］2｝
…………・・……・……… i3）
したがって特に仮定からQは1において凸である。凸関数は有限区間内で下に有界であるか
ら，P（τ）＝exp　Q（τ）は1の閉包上においても0になりえない。すなわち，すぺてのτ≧0に
対してP（τ）＞0である。したがって（3）もすべてのτについて成り立ち，Q＝logPは（0，
∞）で凸な関数である。凸関数の性質から，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q’（0）≧－K
なる正の数Kをとると，　　　　　『　　　　　　　　　”
　　　　　　　　　　　　　　　Q（σ）－Q（τ）≧－K（σ一τ）
すなわち
　　　　　ll箸≧e－K…－r）…………・……………一・…………………・……・・……一（・）
がτ，σ≧0に対して成り立つことに注意しよう。さて
　　　　　　　　　　　　　　　　　lim　F（τ）－F（。。）
　　　　　　　　　　　　　　　　τ一◆co
とおけば，F（。。）≦0であって
　　　　　　　　　　　　　　　F（の一F（・・）一∫IF・（・）d・
　　　　　　　　　　　　　　　　　≦一∫㍗（・）d・
が成り立つ．’ i2）より，　F・（。）－T’（。）P（。）であ。たから
　　　　　　　　　　　　　　　一F（・）≧∫IT・（・）P（・）・・
これを（3）に代入すると，（4）から
　　　　　　　　　　　　　　　Qn（r）≧・∫rTωll雪・・…・・……・……………（・）
　　　　　　　　　　　　　　　　　≧・∫『7（・）e－K（d－t）d・
なる微分不等式が得られる。Q’（0）≧－Kであるから，（5）から（τをηと書きかえて）
　　　　　　　　　　　　Q’（ξ）≧－K＋・∫：d・∫，c°T’（・）e－K・・一・・da
　　　　　　　　　　　　　　　≧－K†・∫：・・∫：T・（・）e－・・e・・da
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　　　　　　　　　　　　　　　　一一K＋・∫：d・∫9T・（・）e－K・e・・d・
　　　　　　　　　　　　　　　　一一K＋2∫：T・（・）（・－e－K・）d・
　仮定によってT（τ）－2ρ（t）2↑∞であるから，上の不等式の最後の辺はξ→。。のとき正の
無限大に発散する。実際，
　　　　　　　　　　　　　　∫：T’（・）（・－e－Ke）・・　　1
　　　　　　　　　　　　　　　≧（・－e－K）∫：T・（・）・・
　　　　　　　　　　　　　　　＝（1－e一κ）（T（ξ）－T（1））一一一＋◎o
だからである。ゆえに，適当なξo≧0とC，＞0をとれば，ξ≧ξoで
　　　　　　　　　　　　　　　Q’（ξ）≧C1（T（ξ）－T（ξo））
とすることができる。これより
　　　　　　　　　　Q（・）≧Q（ξ・）・c・∫1。（T（ξ）－T（ξ・））dξ’
　　　　　　　　　　　　≧c・∫1，（T（ξ）－T（ξ・））dξ
　　　　　　　　　　　　≧C1（T（τ1）－T（ξo））（τ一τ1）
がτ≧τ1に対して成り立つ。（T（τ）は単調増加だかちである。）以上のことから，2．の場合
には適当な定数τ・≧0とC＞0をとれば，τ≧τ1に対して
　　　　P（τ）＝llec（τ）ll2≧eC（「　「1）　・・…　。・・一・・…　一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　一・。・・・・・・・・・・・・…　（6）
なる評価を得る。したがってもちろん，適当な定数a＞0をえらんで（τ（の＝τ1なるtlに
対し）
　　　　　　　　　　　　　　∫　　　　　　　　　　　　　　　　ρ（t）21u（t）12dω≧a，　彦≧tl
　　　　　　　　　　　　　　　Sl
とすることができる。かくして定理が証明された。
§3．　系1の証明に入ろう。§2の記法をそのまま踏襲する。a∈・L2（M）であることは，
TIIul12が（0，。。）で可積分なことと同値である。なぜなら，　Mの“体積”要素はρ》珊
d・d・一・・d・・ω一?・・d・であるから．ゆえ・と・たP－1i・1’1・も可積分であ。て，’u．f・であ
るかぎり2，の場合ではあり得ない。（6）と矛盾するからである。したがって，τ≧τ1でF（τ）
≧a＞0，いいかえればllec’112十Tllull2十（Au，　u）≧aであるから，積会して
　　　　∫i，　｛目〆目2＋Tjlul12＋（∠π，の｝d・≧・（・－Tl）…・・…・……・………・…………・（・）
一方，
　　　　　　　　　　　　P”（τ）＝211副2＋2（〃’，u）
　　　　　　　　　　　　　　　＝　21　1u〆112．－2TIlull2－2（Au，u）
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より
　　　　　　　　　　　　　　∫1｛II〆ll・－Tl囮1・一（A・・の｝da
　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　－＝　sp’（τ）一万P’（τ・）
であるから，（7）と合わせて，
　　　　　　　　　　　・∫i，Tll・11・d・
　　　　　　　　　　　　≧a（・一・・）・・（一伽）＋躯・D一圭グω
　　　　　　　　　　　　≧a（・一τ1）＋去P’（・1）一去P’（・）
p∈L，（0，。・）であるから，適当な数列｛τn｝でτ。→∞，P’（τ。）→0となるものがある。この
ようなτnに対し
　　　　　　　　　　　　　・∫　　τn　　　　　　　　　　　　　　　Tllull2dσ≧a（τ。一τ・）→・。（n→。・）
　　　　　　　　　　　　　　「1
となってTHuli2∈L，（0，。。）に矛盾する。つまりu幸0と仮定したことがいけないのであった
から，系1が示された。
　系2を示すには，
　　　　　　　　　　　　　　M’＝｛（ちρ（t）（vlt・’＜t＜。・，ω∈Si｝
なるMの部分領域M’に9が含まれるようにto’を十分大きくとっておけば，　M’に対し
て系1が成り立つので，楕円型作用素の解に対する一意接続性定理を適用すれぽよい。
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